B7 (повышенный уровень, время – 2 мин)
Тема:  Кодирование чисел. Системы счисления.

Теория:

· представление чисел в позиционных системах счисления (развернутая запись числа):
a2a1a0N =a2*100N+a1*10N+a1=a2*N2+a1*N1+a0N0
anan-1…a2a1a0N=an*Nn+an-1*Nn-1+…+a2*N2+a1*N1+a1
241035= 2*54+ 4*53+ 1*52+0*5+3= 2*625+4*125+25+3=177810
· ограничение области возможных значений – уменьшение количества вариантов перебора решений:

1) основание системы счисления – натуральное  число,

2) основание системы счисления – больше известной цифры числа,
3) разрядность числа 
I. Системы счисления. 
В8_1_1. Кодирование. 
1) Какое десятичное число при записи в системе счисления с основанием 5 представляется как 12345? – число переводим в 5-ичную систему счисления…

2) Сколько значащих цифр в записи десятичного числа 357 в системе счисления с основанием 7?

3) К записи натурального числа в восьмеричной системе счисления справа приписали два нуля. Во сколько раз увеличилось число? Ответ запишите в десятичной системе счисления.

4) Десятичное число кратно 16. Какое минимальное количество нулей будет в конце этого числа после перевода его в двоичную систему счисления?
В8_1_2. Основание. 10-Х. 
1) В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 129 записывается как 1004. Укажите это основание.

1004N = 129 ( 1*N3 + 0* N2 + 0 * N  + 4 = 129 ( N3 = 125 (  N =5
2) В системе счисления с некоторым основанием число 12 записывается в виде 110. Укажите это основание.

3) В системе счисления с некоторым основанием число десятичное 25 записывается как 100. Найдите это основание.
4) В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 49 записывается в виде 100. Укажите это основание.

5) В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 83 записывается в виде 123. Укажите это основание.

6) В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 18 записывается в виде 30. Укажите это основание.
7) В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 144 записывается в виде 264. Укажите это основание.

В8_1_3. Системы счисления. Основание. N-Q.
1) Запись числа 658 в некоторой системе счисления выглядит так: 311q. Найдите основание системы счисления q.

311 q  = 658  ( 3*q2 + 1*q + 1 = 6*8 + 5 ( ( 3q2 + q – 52 = 0( q = 4 ( второй ответ не принадлежит множеству натуральных чисел)

2) Запись числа 30 в некоторой системе счисления выглядит так: 110q. Найдите основание системы счисления q.

3) Запись числа 2B16 в некоторой системе счисления выглядит так: 111q. Найдите основание системы счисления q.

4) Запись числа 23 в некоторой системе счисления выглядит так: 212q. Найдите основание системы счисления q.

5) Запись числа 2105 в некоторой системе счисления выглядит так: 313q. Найдите основание системы счисления q.

6) Запись числа 344 в некоторой системе счисления выглядит так: 1A8q. Найдите основание системы счисления q.

В8_1_4. Системы счисления. Вычисления. 
1) В саду 100 фруктовых деревьев – 14 яблонь и 42 груши. Найдите основание системы счисления, в которой указаны эти числа.

14N + 42N = 100N (  анализируем последний разряд - 4 + 2 = 10 ( N = 6
2) Найдите основание системы счисления, в которой выполнено сложение: 144 + 24 = 201.

3) Найдите основание системы счисления, в которой выполнено умножение: 3·213 = 1043.
4) Десятичное число, переведенное в восьмеричную и в девятеричную систему, в обоих случаях заканчивается на цифру 0. Какое минимальное натуральное число удовлетворяет этому условию? – !!! помним, что нулевое значение разряда единиц означает кратность основанию системы счисления, т.е. минимальное общее кратное  

II. Основание системы счисления. Разрядность.

В8_2_1. - поиск системы счисления для числа = F (разрядность и цифры числа).

Пример 1. Запись числа 6710 в системе счисления с основанием N оканчивается на 1 и содержит 4 цифры. Укажите основание этой системы счисления N.
Решение:

1) Свернутая форма числа – D1n = D(10n + 1 = D(N + 1, 
где К – число десятков в числе, натуральное число,

? разрядов в числе - = 4 – по условию,
2) ( D(N + 1 = 67 ( D(N = 66 ( число 66 делится на N нацело,
3) ! запись числа содержит 4 цифры ( число имеет значимый разряд тысяч ( N3 ( 66 ( N4
4) Найдем все натуральные числа N, на которые делится 66 и  чьи кубы меньше 66 и при этом их четвертые степени больше 66:
23 = 8 ( 66, но 24 = 16 ( 66 -( не подходит,
33 = 27 ( 66, и  34 = 81 ( 66 -( подходит,
63 = 216 ( 66 -( не подходит
5) ( ответ – 3.

6) Проверка:6710 = 2(27 + 1(9 + 1(3 + 1 = 2(33 + 1(32 + 1(31  +1 = 21113
Пример 2.  Запись числа 3010 в системе счисления с основанием N оканчивается на 0 и содержит 4 цифры. Чему равно основание этой системы счисления N?
Решение:

1) Т C D 0n =Т (N3 + C(N2 + D(N = 30 

a. ( N((Т(N2 + C(N + D) = 30 ( N – делитель 30: 2,3,5,6,10,15
b. ( N3 (( 30 (т.к. «4» цифры),

c. ( N4 (( 30 (т.к. нет «5» цифры).
2) Найдем все натуральные числа N, куб которых меньше 30, а 4 степень больше 30:N3 ≤ 30 (( N4
24 ( 30 ( не подходит,
33 = 27 ≤ 30 ( 34 = 81 ( подходит: 3010 = 10103,
43 = 64 ( ( не подходит,
3) Ответ – 3.

Пример 3. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 30 трехзначна.   

Решение:

1) C D En = C(N2 + D(N  + E = 30 

a. ( N2 ≤ 30
b. ( N3 (( 30 (т.к. 3 нет четвертой цифры).
2) Найдем все натуральные числа N, квадрат которых меньше 30, а куб больше 30:N2 ≤ 30 (( N3
32 = 9 ≤ 30 ( 33 = 27 – не подходит,
42 = 16 ≤ 30 ( 43 = 64 – подходит,
52 = 25 ≤ 30 ( 53 = 125 – подходит,
3) Ответ (минимальное  значение) – 4
Пример 4. Чему равно наименьшее основание позиционной системы счисления 
[image: image1.wmf]x

, при котором 
225x = 405y? Ответ записать в виде целого числа. 

Решение:

1) Определяем диапазон поиска: ymin = х min = 6, т.к. в числах есть цифра 5.
2) x>y, т.к. чем меньше число, тем больше основание системы счета.
3) Наименьшее ищем с наименьшего:

1) Х=7 ( 2*49 + 2*7 + 5 = 117, Y=6 ( 4*36 + 5 = 149 ( не подходит,

2) Х=8 ( 2*64 + 2*8 + 5 = 149,  Y = 6 см. п.а).
4) Ответ (минимальное значение 
[image: image2.wmf]x

): 8.
5. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 70 трехзначна.  

6. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 50 двузначна. 

7. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 50 трехзначна. 
III. Числа. Основание. Окончание.

B8_3_1. Поиск чисел для основания системы счисления – «оканчивается».
Пример 1. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 25, запись которых в системе счисления с основанием четыре оканчивается на 11?   
Решение:

1) Свернутая форма записи числа – C114 = C(1004 + 1(104  + 1 = C(42 +1(4 +1 = C(16 + 5, 
где C – число сотен в числе, целое неотрицательное число (С может равняться 0, если число двухзначное),
? разрядов в числе - ≥ 2,

2) По условию число «не превосходящее» ( ( 25 ( C(16 + 5 ( 25  (C (16  ( 20,
3) Найдем все C, которые при умножении на 16 будут меньше или равны 20
C=0:  0(16 ( 20 -( подходит,

C=1:  1(16 ( 20 -( подходит,

C=2:  2(16 ( 20 -( не подходит,
4) Подставим C в запись числа - C(16 + 5
C=0:  0(16 + 5 = 5,

C=1:  1(16 +5 = 21,

5) Ответ – 5, 21.
!!!1. Ищем не C, а число.
2. Ответ – записываем - по возрастанию.

2. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 26, запись которых в троичной системе счисления оканчивается на 22?   

3. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 30, запись которых в четверичной системе счисления оканчивается на 31?   
4. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 25, запись которых в двоичной системе счисления оканчивается на 101? 
5. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 27, запись которых в двоичной системе счисления оканчивается на 110?   

6. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 25, запись которых в троичной системе счисления оканчивается на 21?   

7. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 45, запись которых в двоичной системе счисления оканчивается на 1010?   

8. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 20, запись которых в системе счисления с основанием 5 оканчивается на 3?   

9. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 100, запись которых в системе счисления с основанием 5 оканчивается на 11?   

10. Найдите десятичное число x, такое что 20 < x < 30, запись которого в системе счисления с основанием 3  заканчивается на 11. – сужаем диапазон поиска нижней границей
11. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные натуральные числа, не превосходящие 17, запись которых в троичной системе счисления оканчивается на две одинаковые цифры? – помним, что в троичной системе значение цифр от 0 до 2 (мало вариантов для рассмотрения).
IV. Числа. Основание. Начало.

В8_4_1.Поиск чисел для основания системы счисления – «начинается».

Пример 1. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 30, запись которых в системе счисления с основанием 5 начинается на 3?   
Решение (вариант 1):
1) По условию  – 3М5 ( 30 где М – число, за исключением старшего разряда,

? разрядов в числе: 52 ( 30 ( 53 ( количество цифр в числе от 1 до 3
2) Найдем все числа, которые имеют первую цифру – 3, разрядностью К от 1 до 3:
К=1:  3 ( 30 -( ответ: 3,

К=2:  3(5 + Х ( 30 -( Х ( [0, 4]( ответ: 305=15, 315=16, 325=17, 335=18, 345=19,
К=3:  3(25  ( 30 -( не подходит, т.к. 75 ( 30
1) ( ответ – 3, 15, 16, 17, 18, 19.
Решение (вариант 2, предложен Сенькиной Т.С., г. Комсомольск-на-Амуре ):

1) 
[image: image3.wmf]5

105

30

=

 ( в этом диапазоне чисел, начинающихся на «3» 
a. «2-значных» - 5 чисел – 30,31,32,33,34.

b. «1-значных» - 1 число – 3.
2) переведем их в десятичную систему:  305 = 15, 315 = 16, 325 = 17, 335 = 18 и 345 = 19

3) ответ – 3, 15, 16, 17, 18, 19 .

2. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 25, запись которых в системе счисления с основанием 6 начинается на 4?   

3. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 20, запись которых в системе счисления с основанием 3 начинается на 2?   

V. Основание. Числа. Линейные. Окончание.

В8_5_1. Поиск основания системы счисления для числа (линейная зависимость).
 Пример 1. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 23 оканчивается на 2.

Решение:

1) Свернутая форма числа – D2n = D(10n + 2 = D(N + 2, 
где D – число десятков в числе, целое неотрицательное число,
? разрядов в числе - ≥ 1,
2) По условию число D(N + 2 = 23 ( D(N = 21,
3) По условию число N (2 - основание системы счисления – больше известной цифры числа, по условию – « запись числа …оканчивается на 2»,
4) Найдем все основания систем счета N удовлетворяющие: 
a. больше 2 - 3, 4, 5….
b.  делителями числа 21 - 3, 7, 21
c. от меньшего к большему. 
5) Ответ –3,7,21.
!!! Основание системы счисления – больше известной цифры числа (по условию)
1. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 22 оканчивается на 4.

2. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 39 оканчивается на 3.

3. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 29 оканчивается на 5.

4. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 40 оканчивается на 4.

5. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 27 оканчивается на 3.

6. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 23 оканчивается на 1.

7. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 30 оканчивается на 8.

8. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 31 оканчивается на 4.

9. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 32 оканчивается на 4.
VI.  Основание. Числа. Квадратные. Окончание.
В8_6_1. Поиск оснований систем счисления для числа (квадратная зависимость)- «оканчание»
Пример 1. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 31 оканчивается на 11.

Решение:

1)  C11n = C(102n + 1(101n + 1= C(N2 + N1 + 1
где C – число сотен в числе, 
? разрядов в числе - ≥ 2
2) По условию число C(N2 + N1 + 1= 31 ( C(N2 + N = 30 ( N ( (CN +1) = 30
a. ( N ( (CN +1) = 30 ( N  - делитель 30 (  2,3,5,6,10,15,30
b. ( C = (30 – N) / N2 – д.б. разрешимо ( !!! помним, что С- целое неотрицательное 

i. ( N ≤ 5 ( числитель ≥ знаменателя) ( подставляем – 2, 3, 5;
ii. ( С = 0 ( двухзначное число) ( N = 30.
3) Ответ – 2, 3, 5, 30.
Пример 2. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 71 оканчивается на 13.  

Решение:

1) Определяем диапазон поиска: х ≥ 4, т.к. в числе есть цифра 3.
2) По условию С13n=71 ( C*N2 + N + 3 = 71 ( CN2 + N = 68 (
1) N(CN + 1) = 68 ( N  - делитель 68 (  4, 17, 34, 68 (2 исключаем по п.1),
2) С( 0 ( N2 ( 68 ( 4, подставляем: С*16 + 4 + 3 = 71 ( С*16 = 64 ( С = 4 = 104
3) С= 0 ( N = 68
3) ответ: 4, 68.
Пример 3. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 86 оканчивается на 22.  
Решение:

1) Определяем диапазон поиска: х ≥ 3, т.к. в числе есть цифра 2.
2) По условию С22n=86 ( C*N2 +2*N + 2 = 86 ( CN2 +2N = 84 (
1) N(CN + 2) = 84 ( N  - делитель 84 (  3,4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 84, (2 исключаем по п.1),

2) С( 0 ( N2 ( 84 ( 3, 4, 6, 7, подставляем:
i. N=3:  С*9 +2*3 + 2 = 86 ( С*9= 78 ( С – натуральное число (  (
ii. N=4: C*16 + 2*4+2 = 86 ( C*16 = 76 ( С – натуральное число (  (
iii. N=6: C*36 + 2*6 + 2= 86 ( C*36 = 72 ( C= 2
iv. N=7: C*49 +2*7 + 2 = 86 ( C*49 = 70 ( С – натуральное число (  (
3) С= 0 ( 2*N = 84 ( N = 42
3) ответ: 6,42.
4. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 63 оканчивается на 23.

5. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 75 оканчивается на 13.

6. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 84 оканчивается на 14.

7. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 61 оканчивается на 15.

8. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 348 оканчивается на 20.
9. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 44 оканчивается на 12.
10. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 35 оканчивается на 11.
11. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 43 оканчивается на 21.
12. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 40 оканчивается на 12.
VII. Основание. Числа. Квадратные. Начало.
В8_7_1. Поиск оснований систем счисления для числа (квадратная зависимость)- «начинается».

Пример 1. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 94 начинается на 23.  

Решение (вариант 1 – перебор по разрядности числа)):
1) По условию ( определяем диапазон поиска: N ≥ 4, т.к. в числе есть цифра 3.
2) По условию -( 23Mn= 94, где М – число, за исключением 2-х старших разрядов,

3) ? разрядов в числе: 2* Ni-1 +3 +Х ( 94 ( Ni ( количество цифр в числе от 2 до I, Х – натуральное число от 0 до N-1,
4) Идея решения  ( для чисел разрядностью от 2 и выше найдем все натуральные N, удовлетворяющие условиям (2) и (3):
1) I = 2 (двухзначное число)(  23n= 94 ( 2*N +3 = 94 ( 2*N = 91 (  ( (N – натуральное число, этот вывод можно сделать из предыдущего выражения – четное + нечетное = нечетное а здесь - четное),
2) I = 3 (трехзначное число)(  23Хn= 94 ( 2*N2 +3* N + Х = 94 ( находим натуральные N удовлетворяющие условию  94 ( N3:
i.  N = 4 ( 43 = 64 ( 94 (  (,
ii. N = 5 ( 53 = 125 ( 94 (  вычислим 2* 52 +3*5 + Х = 94 ( Х = 94-65 ( 4,
iii. N = 6 ( 63 = 216 ( 94 (  вычислим 2* 62 +3*6 + Х = 94 ( Х = 94-90 ( 5 ( подходит;
3) I = 4 (четырехзначное число) (  23Хn= 94 ( находим натуральные N удовлетворяющие условию  94 ( N4:
i. N = 4 ( 44 = 256 ( 94 (  ( - ( другие числа можно не рассматривать, т.к. они дадут заведомо большое значение (свойство монотонности степенной функции)
5) ответ: 6.
Решение (вариант 2 – перебор по основанию системы счисления):
1) По условию ( определяем диапазон поиска: N ≥ 4, т.к. в числе есть цифра 3.
2) По условию -( 23Mn= 94, где М – число, за исключением 2-х старших разрядов,

3) ? разрядов в числе:  2* Ni-1 +3 +Х ( 94 ( Ni ( количество цифр в числе от 2 до I, Х – натуральное число от 0 до N-1,

4) Идея решения: ищем основание системы счисления - для каждого натурального N от 4 определяем разрядность числа по пункту (3), затем вычисляем значение Х и проверяем принадлежность этого значения диапазону: 0 ( Х ( N – 1:

i. N = 4 ( 43 = 64 ( 94 ( 44 = 256, для найденной разрядности вычисляем число 
2* 43 +3*4 + Х = 128 + 12 +Х ( 94 ( (,

ii. N = 5 ( 52 = 25 (  94 ( 53 = 125 (  вычислим 2* 52 +3*5 + Х = 94 ( Х = 94-65 ( 4,

iii. N = 6 ( 62 = 36 (  94 ( 63 = 216 (  вычислим 2* 62 +3*6 + Х = 94 ( Х = 94-90 ( 5 ( подходит;
iv. N = 7 ( 72 = 49 (  94 ( 73 = 343 (  вычислим 2* 72 +3*7 + Х = 119 ( 94 (  ( 
v. Дальнейшее рассмотрение не имеет смысл – возрастание степенной функции.
6) ответ: 6.
VIII. Количество повторов.

В8_8_1. Определение количества повторов цифр.

Пример 1. Укажите, сколько всего раз встречается  цифра 2 в записи чисел 10, 11, 12, …, 17 в системе счисления с основанием 5.

Решение: 
1) Надо знать/понимать, что в системе счисления с основанием N 

a. в разряде «единиц» каждая цифра встречается – 1 раз в каждом десятке,

b. в разряде «десятков» каждая цифра встречается – N раз в каждой сотне ( в разряде «сотен» - N2 в каждой тысяче и т.д.),
2) определим диапазон значений исходных чисел в системе счисления с основанием 5: 

10 = 205,   17 = 325 .
a. ( второй десяток содержит 5 «2» в разряде десятков и 1 «2» в разряде единиц,
b. ( диапазон чисел третьего десятка включает 1 «2» в разряде единиц,
3) (ответ – 7.
4) !!! Ищем количество включение искомой цифры, а не количество чисел, которые включают искомую цифру

2. Укажите, сколько всего раз встречается  цифра 3 в записи чисел 19, 20, 21, …, 33 в системе счисления с основанием 6.

3. Укажите, сколько всего раз встречается  цифра 1 в записи чисел 12, 13, 14, …, 31 в системе счисления с основанием 5.

4. Укажите, сколько всего раз встречается  цифра 3 в записи чисел 13, 14, 15, …, 23 в системе счисления с основанием 4.

5. Укажите, сколько всего раз встречается  цифра 2 в записи чисел 13, 14, 15, …, 23 в системе счисления с основанием 3.

IX. Разное.

1) Найти сумму восьмеричных чисел 178 +1708 +17008 +...+17000008, перевести в 16-ую систему счисления. Найдите в записи числа, равного этой сумме, третью цифру слева. 

Решение:

1) Последовательно прибавляем исходные числа:
(1)
178  + 1708  = 2078 

(2)
178  + 1708 + 17008  = 21078 
(3)
178  + 1708 + 17008 + 170008  = 211078 
!!! уже на (3) шаге понятно, что 

· Разрядность суммы = равна разрядности большего (последнего) слагаемого = 7, 

· Старший разряд = 2, две последние цифры = 07, все промежуточные заполняются единицами – 2 1111 07,
178  + 1708 + 17008  + 170008  + 1700008  = 2111078 
178  + 1708 + 17008  + 170008  + 1700008   + 17000008  = 21111078 
2) Переведем итоговую сумму в двоичные триады (одна восьмеричная цифра заменяется 3 двоичными):

   100010010010010001112

3) Разбиваем двоичное число  на тетрады (группы из 4-х двоичных цифр), начиная справа, и каждую тетраду представляем в виде шестнадцатеричной цифры

   100010010010010001112
       8      9       2       4      7
4) Ответ (третья цифра слева): 2.
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